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Produit scalaire dans
I'espace

Rappels sur le produit
scalaire dans le plan.
Définition du produit
scalaire de deux vecteurs
dans I'espace. Propriétés,
expression en repére
orthonormal.

Expression en repére orthonormal de la
distance d"un point a une droite dans le plan.
Plan orthogonal a un vecteur passant par un
point. Equation cartésienne en repére
orthonormal. Expression de la distance a un
plan.

Inéquation définissant un demi-espace.

On généralisera aux vecteurs de
I'espace la définition du produit
scalaire donnée dans le plan; a cette
occasion, on présentera la projection
orthogonale sur une droite ou sur un
plan.

Droites et plans dans
I'espace

Représentation
paramétrique d’une droite
de l'espace.

Intersection de deux plans,
d’une droite et d"un plan.
Discussion géométrique;
discussion algébrique.

On fera clairement apparaitre que les
problémes géométriques considérés ici sont
aussi I'étude des systémes d’équations
linéaires, que I'on résoudra algébriquement.
On traitera aussi quelques situations
numériques (issues de l'analyse, de situations
économiques ou autres) s’y ramenant.

Les éleves doivent aussi savoir
qu’une droite de l'espace peut étre
représentée par un systéme de deux
équations linéaires.
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I) Produit scalaire
Dans tout ce paragraphe, on travaillera dans un repére orthonormé ( 0.i,].k ) de I’espace.

1) Définition et conséquences
Définition:

Etant donnés deux vecteurs i (x,y,z) et v(x',y'z'),

on appelle produit scalaire de u et v, noté i - v, le nombre réel i v =xx'+ yy'+ zz'.

Exemple : avec i (1;2;—1) et v(2;—1;1) on obtient i -v=2-2-1=-1
Remarques :
o U-i=xX"+y' +7 =||17t||2 on note parfois i’
e Si s ouvestnulalorsu-v=0
Attention la réciproque est fausse ! Par exemple avec -2) et v(LL1), on obtient & -v=1+1-2=0.

(11
e Si u et v sont colinéaires, par exemple v =k u, alors u-v =k||u||

Théoreme : Autre expression du produit scalaire

siii #0 et v #0, alors i - = i]||[#]|x cos (i, 7)

Démonstration :

e Commengons par le cas ol # et vV sont colinéaires :

Il existe donc ke R tel que v =k u soit ||17|| :|k|||ﬁ||

et ||u||><||v||><cos u,v) |k|||u|| cos (i, V).
Or si u et v sont colinéaires, cos(u, ):1 sik>0ou—-1sik<Or—-——"/ """ —--—~ -

Donc |k|cos(ii,i7) =k et finalement :
a7 cos (@.7) =|k[ |l cos (i.7) = k] =a - ¥

¢ Etudions maintenant le cas ou les deux vecteurs ne sont pas colinéaires.

Aucun des deux vecteurs ne peut étre nul. Définissons alors i = "
ull

- . _ — + = V4 -
J un vecteur coplanaire avec u etv tel que (z , ]):E et Hz H =1
et enfin k orthogonal a [ et j tel que (z?,j,lg ) soit une base directe.

Dans cette base : i (|[ii],0,0) ¥ (|[#]cos (i, ¥).|[¥sin (i, 7),0)

et ii-v =i | cos (i.¥).

F G
Exemple 1 :
On considere un cube ABCDEFGH d’aréte a.
Calculons AE-DG en utilisant les différentes formules.
Propriété fondamentale : 5 .

Les vecteurs non nuls u et v sont orthogonaux si et seulement si u -v =0.

Démonstration :

Comme ii -7 =0 & i x|[7] xcos(i,7) & cos(ii,7) = 0 < (&, 7) =§ modulo 7.
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2) Propriétés

Propriété :

On a les proprités suivantes :
Symétrie : u-v=v-u

Bilinéarité :(i +v)-w=w- (i +V) =i -w+v-w et (kii)-

Soient u et v deux vecteurs de I'espace et ke R.

Démonstration : immédiate avec la définition

Exemple AB-CD=-BA-CD

Exemple2 :

On considere ABCD un tétraedre régulier d’aréte a.
Démontrer que deux arétes opposées sont orthogonales.

D

B

Exercice 1 :

(5]

On considere ABCDEFGH un cube d’aréte a.
Les vecteurs AH et CE sont-ils orthogonaux ?

H

(5]
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3) L’orthogonalité dans I’espace

Définition : Vecteur normal a un plan

On appelle vecteur normal a un plan, un vecteur non nul orthogonal a tous les vecteurs du plan.

Propriété :

Un vecteur est normal a un plan si et seulement s'il est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires de ce plan.

Propriété : Plans et droites orthogonaux

Deux droites de vecteurs directeurs & et v sont orthogonales si et seulement si # et v sont orthogonaux

Deux plans de vecteurs normaux 7, et 7, sont orthogonaux si et seulement si 7, et 7, sont orthogonaux.

Une droite de vecteur directeur # et un plan de vecteur normal 7 sont orthogonaux si i et 7 sont colinéaires.

e

Propriété : Plans et droites parall¢les

P

Deux droites de vecteurs directeurs u et v sont paralleles si et seulement si u et v sont colinéaires

Deux plans de vecteurs normaux 7, et 7, sont paralleles si et seulement si 7, et 7, sont colinéaires.

Une droite de vecteur directeur u et un plan de vecteur normal 7 sont paralleles si # et 7n sont orthogonaux.

Attention :
Dans I’espace certaines propriétés du plan sont fausses :

Si deux droites sont orthogonales a une mé&me troisieme alors elles sont paralleles entres elles.

Si deux droites sont parall¢les alors toute orthogonale a 'une est orthogonale & 'antre

Propriété : Projeté orthogonal

Il existe un unique point H de P tel que AH soit un vecteur normal de P.

Ce point H est appelé projeté orthogonal de A sur P. p

Soient A un point et P un plan de l'espace. M |_|
I
1
I
]

Admis |

Propriété : Plan médiateur W

Soient A et B deux points de l'espace.

L'ensemble des points M de l'espace qui vérifient MA = MB est un plan.

Ce plan est orthogonal au segment [ AB] et passe par son milieu. L\}A /
M /

Ce plan est appelé plan médiateur du segment [AB].
Admis
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Exercice 2 : (BAC Inde, avril 2008)
On consideére un tétracdre ABCD vérifiant AB = CD, BC = AD et AC =BD.
Un tel tétraedre est dit équifacial, ses faces sont des triangles isométriques.
Onnote [, J, K, L, M et N les milieux respectifs des arétes
[AB], [CD], [BC], [AD], [AC] et [BD].
On admettra que les droites (1J), (KL) et (MN) sont concourantes.
On note G leur point de concours.
PS : en fait le point G est l’isobarycentre des points A, B, C et D.
1) Quelle est la nature des quadrilateres IJKL, IMJN et KNLM ?
En déduire que les droites (1J) et (KL) sont orthogonales.
En déduire que les droites (1J) et (MN) sont orthogonales.
En déduire que les droites (KL) et (MN) sont orthogonales.
2) Montrer que (1J) est orthogonale au plan (MKN).
En déduire que (1J) est orthogonale a (MK).
En déduire que (1J) est orthogonale a (AB).
On admettra que (1J) est orthogonale a (CD).
3) Montrer que G appartient aux plans médiateurs des segments [AB] et [CD].
On admettra que G appartient aux plans médiateurs des segments [AD] et [BC].
4) Démontrer que G est le centre de la sphere circonscrite au tétraedre ABCD.

4) Applications
a) Equation cartésienne d’un plan

Définition :

On appelle vecteur normal 7i & un plan un vecteur non nul dont la direction est orthogonale a ce plan.

Théoréme :
Deux plans sont orthogonaux si et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux.

Deux plans sont paralleles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont colinéaires.

Soit A un point du plan.

Pour tout point M du plan, comme 7 est normal au plan, 7 est orthogonal a AM . On a donc AM -7i =0.

Caractérisation du plan :

Le plan passant par A et de vecteur normal 7 est I'ensemble des points M de l'espace vérifiant AM -7i =0.

Théoreme :

Tout plan P admet une équation de la forme : ax+by+cz+d =0 (avec a,b,c non tous nuls).

Le vecteur 7i(a,b,c) est alors normal a ce plan.

Attention, une telle équation (dite cartésienne) n’est pas unique.
Exemple 3 :

Touver dans le repere orthonormé (O, ], ), une équation cartésienne du plan passant

k
par A(2,1,-3) et de vecteur normal 7 (1,1,2).
Cas particuliers : Les plans (Oxy), (0xz) et (Oyz) ont pour équations respectives : z=0, y=0et x=0.

Exercice 3 :
On considere le point A(0,1,4) et le vecteur 7(2,3,-1).
Déterminer une équation cartésienne du plan qui passe par A et de vecteur normal 7 .

Exercice 4 :
On considere les points A(1,1,0), B(1,2,1) et C(3,-1,2).

Vérifier que les points ne sont pas alignés et déterminer une équation cartésienne du plan (ABC) .
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Exercice 5 :
On considere les points A(2,1,3) et B(3,2,3)
Déterminer le plan médiateur au segment [AB].

Exercice 6 :
Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal du point B(1,6,0) sur le plan d’équation

-x+3y-z+5=0.

Théoreme :
Tout plan P d'équation ax+by+cz+d =0 (avec a,b,c non tous nuls) partage l'espace en deux demi-espaces:

L'ensemble de tous les points M (x, y,z) tels que ax+by +cz+d 2 0.

L'ensemble de tous les points M (x, v, z) tels que ax+by+cz+d <0.

Exercice 7 :
Montrer que les points A(2,3,3) et B(3,2,4)sont situés de part et d’autre du plan d’équation

x—y=0

b) Distance d’un point a un plan

Théoreme :
Soit M (x,,Y,.2,) un point de l'espace et P un plan d'équation ax+by+cz+d =0

ax, +by, +cz, +d
La distance entre le point M et le plan P est égale a MH = | i/% | .
a +b +c

On sait qu'un vecteur normal de P est 7i(a,b,c).

Notons H (x,,,y, 2, ), le projeté orthogonal de M sur P.

Xy — X, =ka X, =X, +ka

MH et ii sont colinéaires, il existe donc un réel k tel que MH = kii: Yy —Yo=kbe<y, =y, +tkb
2y — 2y =kc 7y =2, tke

Mais H € P donc

ax, +bx, +cx, +d=0& a(x,+ka)+b(y, +kb)+c(z,+kec)+d =0

_axy+byy+tezy+d _ axy+by, +cz,+d

ST ER

Comme MH = ki, la distance entre M et le plan P est la distance

~ ax, +by, +cz, +d
b = -2

Exemple 4 :
Soit P le plan d’équation 2x+3y+4z—-1=0.

Déterminer la distance du point O au plan P.

Exercice 8 :
Soit P le plan d’équation —x+3y—z+5=0 et A(1,-2;1).
Déterminer la distance du point A au plan P.
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¢) Equation d’une sphére

Théoréme :
Toute sphere de centre Q(x,,,,z,) et de rayon r admet une équation de la forme :

(x=x) +(y=2) +(z=2) =7

Remarque : cette équation est unique

Théoreme :

La sphere de diametre [AB] est I'ensemble des points M tels que MA-MB=0.

Démonstration :
MA-MB=(MQ+QA)-(MGQ+QB)=MQ"+ MG (QA+QB)+QA-QB=MQ’ -1’ =(MQ-r)(MQ+r)

Donc MA-MB=0< MQ=r

Exemple S :
On considere les points A(1,1,0), B(1,2,1) et C(-11,—4).

Déterminer une équation de la sphere de diametre [AB].

Exercice 9 :
Déterminer I’équation de la sphere de centre A(1,2,-3) et de rayon 2.

Le point B(1,1 — 1) est-il a 'intérieur de la sphere ?

Exercice 10:
Déterminer 1’équation de la sphere de centre A(1,1,0) et passant par B(-1,2,—4).

Préciser le rayon.

Exercice 11 :
Déterminer I’équation de la sphere de diametre [AB] avec A(0,0,-1), B(2,2,-3).

Préciser le centre et le rayon.

II) Barycentres
Dans tout ce paragraphe, on travaillera dans un repere orthonormé (0,?, ik ) de I’espace.

1) Définition
Théoreme : Existence et unicité du barycentre.

Soit {(A,,,),_._ } un systéme pondérés de masse totale m=Y_ .

i=1

Si m#0, alors il existe un unique point G, appelé barycentre du systeme pondéré, tel que Zafi 647 =0
i=1

Démonstration avec 3 points.
2) Propriétés
Théoréme : Homogénéité
Le barycentre d'un systeme pondéré reste inchangé si I'on remplace les coefficients

par des coefficients proportionnels non nuls.

Démonstration vue en premiere S
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Théoreme : Associativité (barycentres partiels)

Le barycentre d'un systeme pondéré reste inchangé si I'on remplace certains des points

par leur barycentre affecté de la somme (non nulle) des coefficients correspondants

Démonstration vue en premicre S

Exemple 6 :

Si ABCD est un tétragdre, situer le barycentre G du systeme {(A,1), (B,1), (C,1),(D,3)}.

Théoreme : Propriété fondamentale du barycentre

i=1

Soit G le barycentre du systtme pondéré (A,,¢,) <, de masse totale m = Zai #0.

Alors pour tout point M de l'espace, z OtiM—Ai =mMG.

i=1

Démonstration avec 3 points.

Exemple 7 :

Soient A, B, C trois points non alignés.

On note G la barycentre du systeme pondéré {(4,1), (B,1), (C,2)}.

Déterminer 1’ensemble des points M de 1’espace tels que Hm +MB + ZM—CH =8.

Exercice 12 :
Soient A, B, C trois points non alignés.

On note G la barycentre du systeme pondéré {(A,1), (B,1),(C,3)}.

1) Déterminer I’ensemble des points M de I’espace tels que Hm +MB + 3%” =5AM .

2) Déterminer I’ensemble des points M de ’espace tels que MA+MB+3MC soit colinéaire 2 AB.

Théoreme : Coordonnées du barycentre

Notons (x,,y,,z,) les coordonnées des points A,.

Soit G le barycentre du systtme pondéré (A, ¢, )1 <., de masse totale m= Zai #0.

. 1 & 1 1
Alors les coordonnées du barycentre G sont : (—Zaixi,—Zai yi,—Z(xizi J
m i m i m i

i=1

Démonstration vue en premiere S
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Exercice 13: (BAC Polynésie Juin 2007)
On considere les points A(%;—3;2] etB(—%;O;%j.

On note I le milieu du segment [AB] et & la sphere de diametre [AB].
1) Soit E le barycentre du systeme (A, 2) (B,1).
a) Calculer les coordonnées du point E.

b) Montrer que I’ensemble & des points M de I’espace tels que Hzm +WH = 3”%” est le plan

médiateur du segment [OFE].
¢) Montrer qu’une équation de &P est y=—1.
2) a) Calculer le rayon de & et la distance entre I et ¢.
b) En déduire que I'intersection € entre Pet S n’est pas vide.

2
c) Montrer qu'une équation de € est (x+%] +(z+1)2 =12.

En déduire la nature et les éléments caractéristiques de C.

3) Lien avec droites, segments et plans

Théoreme : Caractérisation barycentrique d'une droite
Soit A et B deux points distincts.

1) Le barycentre du systeme {(A,),(B, )} est situé sur le droite (AB) si a+S#0.
2) Ladroite (AB) est I'ensemble de tous les barycentres du systeme {(A,),(B, 8)}

pour & et 3 réels tels que a+f #0.

Démonstration :

1) Si a+f+#0, notons G le barycentre systéme {(A,a),(B,,[)’)}

alors GA+ BGE =0« AG=—L— 4B
a+p

les vecteurs AG et AB sont colinéaires et les trois points alignés.

2) Réciproquement, considérons un points quelconque de la doite (AB).
Les vecteurs AM et AB sont colinéaires.
Il existe donc un réel k, tel que AM =kAB.
Alors AM —kAB =0 AM —kAM —kMB =0 & (k—1)AM —kMB =0.
Comme k—1—k=-1#0, alors M est le barycentre du systeme {(A,k—1),(B,—k)}.

Théoréme : Caractérisation barycentrique d'un segment (convexité)

Soit A et B deux points distincts.

1) Si e et B sont positifs, alors le barycentre du systeme {(A,a),(B, 5)}
est situé sur le segment [AB] si a+f #0.

2) Le segment [AB] est l'ensemble de tous les barycentres du systeme {(A,@),(B, 8)}

pour & et S réels positifs tels que o+ # 0.

Premiéere partie vue en premiere S, réciproque admise.
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Théoreme : Caractérisation barycentrique d'un plan
Soit A, B et C trois points distincts.

1) Le barycentre du systeme {(A,@),(B,).(C.7)} est dans le plan (ABC) si a+S+ y#0.
2) Le plan (ABC) est l'ensemble de tous les barycentres du systeme {(A,),(B,S).(C.7)}
pour &, f ety réels tels que a+f+ ¥ #0.

Théoreme : Caractérisation barycentrique d'un triangle (convexité)
Soit A, B et C trois points distincts.
1) Si @, f3 et ¥ sont tous positifs le barycentre du systeme {(A,),(B,S).(C.7)}
est a l'intérieur du triangle ABC si a+f+ y #0.
2) Le triangle ABC est l'ensemble de tous les barycentres du systeme {(A,@),(B,8).(C.,7)}

pour a, 3 et y réels positifs tels que a+f+ ¥ #0.

4) Représentation paramétrique d’une droite

Théoréme :
La droite passant par A(x,,y,,z,) etde vecteur directeur i (a,b,c).
x=x,+at

a pour équation paramétrique : {y=y,+bt, te R

7=z, +ct

Ce systeme, qui dépend du réel ¢, est appelé équation paramétrique de la droite d.
Pour obtenir des points de la droite d, il suffit de remplacer le parameétre ¢ par une valeur.
Démonstration :
La droite est I'ensemble des points M de I'espace tels que AM =tii avec te R,
En coordonnées, ¢a donne:
x—x,=at x=x,+at
y-y,=bt&ey=y,+bt, teR

z—z,=ct 7=z, tct

Exemple 8 :

Déterminer une équation paramétrique de la droite d passant par A(1,2,1) et de vecteur directeur i (3,-2,1).

Exercice 14 :

On considere des droites d et d' qui ont pour représentations paramétriques :
x=3-t x=1
y=—4+2t,teR et <y=3+3¢teR
z=—4+3t 7=-2t

1) Pour chacune des droites, déterminer des points leur appartenant et un vecteur directeur.

2) Montrer que les droites d et d' sont sécantes.
3) Montrer que les droites sont perpendiculaires

Exercice 15 :
On considere deux points A(1,1,0) et B(1,2,1) du plan.
Déterminer une équation paramétrique de la droite (AB).
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IIT) Divers cas d’incidence

1) Intersection de deux plans

2)

3)

Théoréeme :
Deux plans sont paralleles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont colinéaires.

Dans le cas contraire, ils sont sécants et leur intersection est une droite.

Attention deux plans paralléles peuvent-&tre confondus.

Exemple 9 :

Soient P, Q, R trois plans d’équations respectives x+y+z+1=0, 2x—y+1=0 et 2x+2y+2z=0.

Etudier les incidences de ces trois plans.

Exercice 16 :
Soient P et Q deux plans d’équations respectives x—4y+7=0etx+2y—z+1=0

1) Montrer que ces plans sont sécants.
2) Déterminer les caractéristiques de leur intersection.

Intersection d’une droite et d’un plan

Théoreme :
Une droite est paralleéle a un plan si et seulement
un vecteur directeur de la droite est orthogonal a un vecteur normal du plan.

Dans la cas contraire, ils sont sécants et leur intersection est un point.

Attention une droite parallele a un plan peut-&tre contenue dans le plan.

Exemple 10 :
Soit P le plan d’équation 2x—z=0 et la droite d d’équation paramétrique :

x=—1+t¢
y==-3t ,telR.
z=2
Etudier I’éventuelle intersection de P et d.

Exercice 17 :

Soit P le plan d’équation x+ y+z—1=0 et la droite d d’équation paramétrique :
x=1-3t
y=—1+t ,teR.
7=-3t+2

Etudier I’éventuelle intersection de P et d.

Intersection de deux droites

Théoreme :
Deux droites sont paralleles si leurs vecteurs directeurs sont colinéaires.

Dans la cas contraire, elles peuvent étre non coplanaires ou sécantes.

Attention deux droites paralleles peuvent étre confondues.
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Exemple 12 :

Etudier I’intersection des droites d et d' qui ont pour représentations paramétriques :
x=3—t x=1
y=—4+2t, teR et {y=3+3t, teR
z=—4+3t z=-2t

Exemple 13 :
Etudier I'intersection des droites d et d' qui ont pour représentations paramétriques :

x=t x=1
y=0,teR et qy=1+1t,teR
Z:t Z=O

Exercice 18 :
L’espace est muni d’un repere (O?]E)

On considere des droites d et d' qui ont pour représentations paramétriques :

x=3—t x=1
y=—4+2t,teR et <y=3+3¢teR
z=—4+3¢ 7=-2t

1) Montrer que les droites d et d' sont sécantes
2) Déterminer une équation cartésienne du plan P défini par les deux droites d et d'.

Exercice 19 :
L’espace est muni d’un repere ( 0.,i,]j.k )
On considere les points A(2,0,3), B(0,2,-1), le plan P d’équation x+2y—z—5=0 et la droite A quia
xX=t
pour représentation paramétrique : < y=4—¢t ,teR.
7=—6+2t

1) Déterminer I’intersection de A et P.
2) Déterminer une équation de la sphere de centre A et de plan tangent P.
3) Etudier les positions relatives des droites (AB) et A.

Exercice 20: (BAC Polynésie Septembre 2006)
On considere &P et P, les plans d’équations respectives —2x+y+z—-6=0¢et x—2y+4z-9=0.
1) Montrer que & et @, sont orthogonaux.
2) Soit D la droite intersection des plans & et L.
Montrer qu’une équation paramétrique de D est :
x=2t-17
y=3t-8
Z=t
3) Soit M un point quelconque de 9D et soit A le point de coordonnées (—9;—4;-1).
a) Vérifier que A n’appartientnia $,nia &, .
b) Exprimer AM* en fonction du parametre .
¢) Etudier les variations de la fonction f:t—2t>—2t+3.

d) Pour quel point M la distance AM est-elle minimale?
Quelles sont alors les coordonnées du point M qui réalise le minimum?
Démontrer que M est alors le projeté orthogonal de A sur 9D
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CORRECTION DES EXEMPLES DU COURS :

Exemple 1 :
On considere un cube ABCDEFGH d’aréte a.

Calculons AE-DG en utilisant les différentes formules.

Correction :
1

1) Avec la définition dans la base orthonormale (l AD,—AB,— AE
a a

AE(0,0,a) et DG(0,a,a) donc AE-DG =a’
2) Avec le cosinus :

ﬁ-FGzAEXDGXCOS(E,FG)zaxa 2Xcos%=axa

3) Avec une des identités de polarisation :

A—E.mzé(\— DG 2)=§(a2+2a2_“muz)=
Exemple2 :

On considere ABCD un tétragdre régulier d’aréte a.
Démontrer que deux arétes opposées sont orthogonales.

Correction :

AB -CD = AB-(CA+ AD) = AB-CA + AB- AD = —AB - AC + 4B - AD

T T
=—a’cos=+a’cos==0
3 3

Les deux c6tés opposés sont donc orthogonaux.

Exemple 3 :
Touver dans le repere orthonormé (O i.],

k
par A(2,1,-3) et de vecteur normal 7 (1,1,2).
M(x,y,z)eP@m-ﬁ=0<:>(x 2) 1+

Exemple 4 :
Soit P le plan d’équation 2x+3y+4z—1=0.

Déterminer la distance du point O au plan P.

Correction :

2x+3y+4z-1=0

a=2,b=3, c=4:
|2><0+3><o+4><0 | 1 1

21314 J4+9+16 29

Exemple S :
On considere les points A(1,1,0), B(1,2,1) et C(-11,—4).

Déterminer une équation de la sphere de diametre [AB].

Correction :

J

V2

2X—=a
2

) une équation cartésienne du plan passant

(y-1)x1+(z+3)x2=0& x+y+2z+3=0

l(3612 —az) =a’

m
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Exemple 6 :
Si ABCD est un tétragdre, situer le barycentre G du systeme {(A,1), (B.,1), (C,1),(D,3)}.

Correction :
Considérons le centre de gravité H de la face ABC.

Alors H est le barycentre du systeme {(A,1), (B.1), (C.1)}
et G le barycentre du systeme {(H,3),(D,3)}.
Par homogénéité, G est aussi le barycentre du systeme {(H,1),(D,1)},

c'est a dire le milieu du segment [HD]

Exemple 7 :
Soient A, B, C trois points non alignés.

On note G la barycentre du syst¢éme pondéré {(A,l), (B.,1), (C,Z)} )
Déterminer I’ensemble des points M du plan tels que Hm +MB + 2MEH =8.

Correction :

Exemple 8 :
Déterminer une équation paramétrique de la droite d passant par A(1,2,1) et de vecteur directeur i (3,-2,1).

Correction :

La droite est I'ensemble des points M de l'espace tels que AM =1ii avec e R.

En coordonnées, ca donne:

x—1=1x3 x=1+3¢
y-2=tx(2)e|{y=2-21,1eR
z—1=1tx1 z=1+t¢

Ce systeme, qui dépend du réel z, est appelé équation paramétrique de la droite d.

Pour obtenir des points de la droite d, il suffit de remplacer le parameétre ¢ par une valeur.

Exemple 9 :
Soient P, Q, R trois plans d’équations respectives x+y+z+1=0, 2x—y+1=0 et 2x+2y+2z=0.

Etudier les incidences de ces trois plans.

Correction :
P: x+y+2z+1=0 apour vecteur normal 13(1,1,1)

Q: 2x—y+1=0  apour vecteur normal g(2,-1,1)

R: 2x+2y+2z=0 apour vecteur normal 7(2,2,2)

Comme 7 et 7 sont colinéaires, les plans P et R sont paralleles.

Si je pose x = y =0 dans I'équation de P, jobtiens z=—1. Le point A(0,0,—1)e P.

Est-ce que ce point appartient au plan R? Pour répondre a cette question,

je remplace x, y, z par les coordonnées de A dans I'équation de R: 2x0+2Xx0+2x(-1)=-2#0.
P: x+y+z+1=0 a pour vecteur normal p(1,1,1)

Q: 2x—y+1=0  apour vecteur normal g(2,-1,1)

R: 2x+2y+2z=0 apour vecteur normal 7(2,2,2)
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Comme 7 et 7 sont colinéaires, les plans P et R sont paralleles.
Si je pose x = y =0 dans I'équation de P, jobtiens z=—1. Le point A(0,0,—1)e P.
Est-ce que ce point appartient au plan R? Pour répondre a cette question,
je remplace x, y, z par les coordonnées de A dans l'équation de R: 2x0+2X0+2x(-1)==2#0.
Les deux plans sont donc distincts.
Comme p et g ne sont pas colinéaires, les plans P et Q sont sécants.
Un point M (x,y,z) appartient a ce plan si et seulement si ses coordonnées vérifient le systeme
x+y+z+1=0
{Zx -y+1=0
En posant x =¢ et on obtient une représentation paramétrique de la droite intersection :
xX=t
y=14+2¢
7=-2-3t
C'est donc la droite passant par A(0,1,—2) et de vecteur directeur i (1,2,-3)
Comme g et 7 ne sont pas colinéaires, les plans Q et R sont sécants.
Un point M (x, y,z) appartient a ce plan si et seulement si ses coordonnées vérifient le systeme
2x—y+1=0 2x—y+1=0
{2x+2y+2z=0<:>{x+y+z=0

En posant x =7 et on obtient une représentation paramétrique de la droite intersection :

xX=t
y=14+2¢
z=—1-3¢

C'est donc la droite passant par B(0,1,—1) et de vecteur directeur i (1,2,-3)

Les plans P et R étant paralleles, il est normal d'obtenir deux droites paralleles.

Exemple 10 :
Soit P le plan d’équation 2x—z=0 et la droite d d’équation paramétrique :

x=—1+t¢
y=-3t ,teR.
z=2
Etudier I’éventuelle intersection de P et d.

P: 2x—z=0 apour vecteur normal ﬁ(2,0,—1)
x==1+t¢

d:qy=-3t a pour vecteur directeur (1, -3, 0)
z=2

Vérifions d'abord que la droite ne soit pas parallele au plan: 7i-i =2x1+3%(=3)+(=1)x0=2#0.

La droite n'est donc pas parallele au plan, les deux sont donc sécants en un point A(x, y,z)

2x—z=0 [2(-1+1)-2=0 ([t=2

o x=—-1+t x=—1+t¢ x=—-1+2=1
vérifiant : = &
y=-3t y==3t y=-3X2=-6
z=2 z7=2 z7=2

Le point d'intersection est donc le point A(1,—6,2)
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Exemple 12 :
Etudier I’intersection des droites d et d' qui ont pour représentations paramétriques :
x=3—t x=1

y=—4+2t,teR et <y=3+3¢teR
z2=—4+3t z=-2t
Correction :
On cherche un éventuel point (x,y,z) appartenant aux deux droites.
Ses coordonnées vérifient :
x=3-¢ x=1
y=—4+2t,teR <y=3+3u, ue R Attention il ne faut pas prendre le méme parametre !!!
z2=-4+3t z=—"2u

On obtient alors un systeme a 2 inconnues et trois équations :

3—-t=1 t=2
—A4+2t=34+3u s u=-1
—4+3t=-2u u=-1

Comme le systeme admet une solution, l'intersection existe et ses coordonnées sont :
x=3-2=1

y=—4+2x2=0

7=-44+3x2=2

Exemple 13 :
Etudier I’intersection des droites d et d' qui ont pour représentations paramétriques :
x=t x=1

y=0,teR et Jy=1+1t, teR
7=t z=0
Correction :
On cherche un éventuel point (x, y,z) appartenant aux deux droites.
Ses coordonnées vérifient :
x=t x=1
y=0,teR {y=14+u, ue R Attention il ne faut pas prendre le méme parametre !!!
z=t z=0

On obtient alors un systéme a 2 inconnues et trois équations :

t=1 =1
0=14+u < Ju=-1 clest impossible.
t=0 t=0

Comme le systéme admet pas de solution, l'intersection n'existe pas.
Soit les droites sont paralleles, soit elles sont non coplanaires.

xX=t

y=0,teR a pour vecteur directeur i (1,0,1)

z=t

x=1

y=1+u, ue R a pour vecteur directeur v (0,1,0)

z=0

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc les droites ne sont pas paralleles.

Finalement, les droites ne sont pas coplanaires.
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Ce que dit le programme :

Produit scalaire dans I’espace

Définition du produit scalaire de deux
vecteurs dans 1’espace. Propriétés,
expression en repére orthonormal.

Rappels sur le produit scalaire dans le plan.

Expression en repére orthonormal

de la distance d " un point a une droite

dans le plan.

Plan orthogonal & un vecteur passant par un
point. Equation cartésienne enrepére
orthonormal. Expression de la distance
aun plan.

Inéquation définissant un demi-espace.

On généralisera aux vecteurs de I’espace
la définition du produit scalaire donnée
dans le plan ; & cette occasion, on présentera
la projection orthogonale sur une droite

ou sur un plan.

Droites et plans dans I’espace

d’un plan, d"un segment, d un triangle.
Représentation paramétrique d une droite
de I'espace.

Intersection de deux plans, d une droite

etd un plan, de trois plans. Discussion
géométrique ; discussion algébrique.

Caractérisation baryeentrique d une droite,

On reprendra les problemes d’alignement
et de concours déja abordés en classe
de premiére.

On fera clairement apparaitre que les
problémes géométriques considérés ici
sont aussi’étude des systémes d’équations

lLinéaires. que 1’on résoudra algébriquement.

On traitera aussi quelques situations
numériques (issues de 1'analyse, de
situations économiques ou autres)
s’y ramenant.

Les éléves doivent aussi savoir qu une
droite de I'espace peut étre représentée par
un systéme de deux équations linéaires.




